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Аннотация. Актуальность и цели. Целью работы яв-
ляется описание основных теоретических положений, 
позволяющих оценить доверительные вероятности 
совместных решений семи нейронов, воспроизводя-
щих работу хи-квадрат критерия, двух критериев 
Крамера – Мизеса, двух вариантов критерия Андер-
сона – Дарлинга, критерия Шапиро – Уилка, критерия 
среднего геометрического. Материалы и методы. 
Каждому из существующих статистических критери-
ев может быть поставлен в соответствие свой искус-
ственный нейрон. Нейроны настраиваются так, чтобы 
ошибки первого и второго рода при разделении нор-
мальных данных и данных с равномерным распреде-
лением оказывались равновероятными. Результаты. 
Заранее обученная сеть из семи искусственных 
нейронов дает фиктивный рост размеров тестовой 
выборки с 21 до 29 примеров, в сравнении с примене-
нием одиного хи-квадрат нейрона. Если оставаться в 
рамках линейного прогнозирования, то увеличение 
числа искусственных нейронов до 70 должно приво-

Abstract. Background. The aim of the work is to describe 
the main theoretical provisions that allow us to estimate 
the confidence probabilities of joint solutions of 7 neu-
rons that reproduce the work of the chi-square criterion, 
two Cramer-von Mises criteria, two versions of the An-
derson-Darling criterion, the Shapiro-Wilk criterion, the 
geometric mean criterion. Materials and methods. Each 
of the existing statistical criteria can be assigned its own 
artificial neuron. Neurons are tuned so that errors of the 
first and second kind when separating normal data and 
data with a uniform distribution are equally probable. Re-
sults. A pre-trained network of 7 artificial neurons gives a 
fictitious increase in the size of the test sample from 21 to 
29 examples, in comparison with the use of a single chi-
square neuron. If we remain within the framework of lin-
ear forecasting, then an increase in the number of artifi-
cial neurons to 70 should lead to an equivalent increase in 
the initial sample to 101 experiments or an almost 5-fold 
decrease in the error probabilities from 0.32 to 0.06 for 
the chi-squared neuron. Conclusions. A neural network 
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дить к эквивалентному росту исходной выборки до 
101 опыта или почти 5-кратному снижению вероятно-
стей ошибок с 0,32 до значения 0,06 для хи-квадрат 
нейрона. Выводы. Нейросеть, обученная распознавать 
малые выборки нормальных данных, можно рассмат-
ривать как некоторую математическую молекулу, 
имеющую 128 выходных спектральных линий. Выиг-
рыш от нейросетевого объединения нескольких стати-
стических критериев обусловлен выполнением вычис-
лений на пограничном переходе между непрерывным 
спектром вероятности и его аналогом – дискретным 
линейчатым спектром амплитуд вероятности малых 
выборок. 

trained to recognize small samples of normal data can be 
considered as some mathematical molecule with 128 out-
put spectral lines. The gain from the neural network of 
several statistical criteria is due to the calculations at the 
boundary transition between the continuous probability 
spectrum and its analogue, the discrete line spectrum of 
the probability amplitudes of small samples. 
 

  
Ключевые слова: биометрические данные, надеж-
ность, статистическая выборка, моделирование, кри-
терий, нейросеть. 

Keywords: biometric data, reliability, statistical sampling, 
modeling, criterion, neural network. 
 

Проблема малых выборок при статистической проверке гипотезы нормальности 
При работе с реальными данными биометрии, биологии, медицины, экономики, социологии 

зачастую выборки оказываются малыми. Так, стандарт России ГОСТ Р 52633.5–2011 ориентирует 
при автоматическом обучении искусственных нейронных сетей на выборке от 16 до 20 примеров 
биометрического образа «Свой» [1]. Пользователи не хотят при обучении нейронной сети утруж-
дать себя предъявлением 200 примеров рисунка отпечатка пальца, они считают систему биометри-
ческой защиты эргономичной, если ее сеть искусственных нейронов обучается на 20 примерах. 

Совершенно такая же ситуация возникает, когда на подопытных кроликах проверяют дей-
ствие нового лекарства. Потратить деньги на 20 подопытных кроликов и на 200 подопытных кроли-
ков не одно и то же. Более того, очень часто речь идет о значительных затратах времени. Так, если 
биолог вывел новую породу кроликов и на текущий момент имеет 20 кроликов новой породы, то 
получить 200 кроликов он сможет, вырастив их только через 5–6 месяцев.  

Как правило, ускоренная статистическая обработка данных опирается на гипотезу их нор-
мальности. Стандартные рекомендации [2, 3] при проверке статистических гипотез дают приемле-
мый результат с доверительной вероятностью 0,94 на выборках в 200 и более примеров. 

Ярким примеров рассматриваемой ситуации является использование при оценках хи-квадрат 
критерия [2]. Для того, чтобы показать возможности этого критерия, на малых выборках сформиру-
ем некоторый квадратичный нейрон, эквивалентный хи-квадрат критерию на выборке в 21 опыт. 
Функциональные связи его элементов приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Хи-квадрат нейрон для выборки в 21 опыт 
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где Δ  – ширина интервала гистограммы; ni – число 
отсчетов, попавших в i-й интервал гистограммы; 

( )iP x  – теоретическая вероятность для нормального 
распределения данных; P1 – вероятность ошибки 
первого рода; P2 – вероятность ошибки второго рода 

 
Очевидно, что нетрудно написать программу, моделирующую поведение хи-квадрат нейрона 

на малых выборках в 21 опыт. Результаты работы такой программы представлены на рис. 1. 
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Рис. 1. Плотности распределения значений хи-квадрат критерия для нормальных и равномерных входных 

данных объемом выборки в 21 опыт (проверка нормальности, нейроном табл. 1) 
 
Из рис. 1 видно, что распределения хи-квадрат отклика для нормальных данных и данных с 

равномерным распределением существенно отличаются. Настройка порогового элемента нейрона 
(выходного квантователя нейрона) выполняется таким образом, чтобы вероятности ошибок первого 
и второго рода оказывались одинаковыми P1 = P2 = PEE = 0,309. Площади, соответствующие ошиб-
кам первого и второго рода хи-квадрат нейрона, на рис. 1 помечены более темной заливкой. 

Вполне очевидно, что доверительная вероятность верных решений – 0,691 недостаточно. По-
пытаемся повысить убедительность оценок, увеличив объем выборки до 29 опытов. При этом про-
граммная реализация хи-квадрат нейрона изменяется незначительно, функциональные связи, его 
описывающие, приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Хи-квадрат нейрон для выборки в 29 опытов 
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Коэффициенты взаимной корреляции 
2 2corr( , )χ ω  = 0,542, 
2 2corr( , )сχ ω  = 0,424, 
2 2corr( , )aχ  = 0,313, 
2corr( , )alχ = 0,632, 
2 2corr( , )dsχ = –0,104, 
2 2corr( , )aω = 0,280, 
2corr( , )alω = 0,863 

 
Увеличение выборки примерно на одну треть приводит к снижению на одну треть вероятно-

стей появления ошибок первого и второго рода. Можно попытаться показать, что на выборках, уве-
личенных в 10–20 раз, вероятности ошибок первого и второго рода становятся приемлемыми для 
практики. 

Снижение вероятностей ошибок первого и второго рода за счет совместного 
использования нескольких статистических критериев 

В связи с проблемой малых выборок реальных данных возникает соблазн применить сразу не-
сколько статистических критериев для анализа одной и той же выборки. Для этой цели построим 
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нейросетевой аналог статистического критерия Шаприро – Уилка [4–7]. Функциональные связи 
этой программной конструкции описываются табл. 3.  

Таблица 3 

Нейрон Шапиро – Уилка, 21 опыт 
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где ia  – коэффициенты Шапиро – Уилка  
(а0 = 0,4834, а1 = 0,3185, а2 = 0,2575, а3 = 0,2119, 
а4 = 0,1736, а5 = 0,1399, а6 = 0,1039, а7 = 0,0804, 
а8 = 0,0530, а9 = 0,0263); ( )xσ  – стандартное от-
клонение малой выборки в 21 опыт 

 
В табл. 4 даны функциональные связи нейрона Крамера – Мизеса. Для этой математической 

конструкции в правой части табл. 4 даны значения корреляционных связей хи-квадрат нейрона и 
других нейронов с данными нейрона Крамера – Мизеса. Тот факт, что эти корреляционные связи 
существенно меньше единицы, служит предпосылкой совместного применения рассматриваемых 
статистических критериев. 

Таблица 4 

Нейрон Крамера – Мизеса, 21 опыт 

( ) ( )19
22 1

0 20 0
2 2

2 2

1 2

sort( ),
21

1 21 ( ) ,

( ) "0" 31,1,
( ) "1" 31,1,

0,359

i i
i

i

EE

x x
x x

i P x
x x

z if
z if

P P P

+

=

←
 ⋅ −ω ← + − ⋅ ⋅
 −
 ω ← ω ≤
 ω ← ω >


≈ ≈ ≈


 

Примечание: коррелированность критериев со-
ставляет: 

2 2corr( , )ω χ  = 0,556 
2 2corr( , )ω υ  = –0,779 
2 2corr( , )aω  = 0,226 
2corr( , )alω =  0,827 

 
Для критерия проверки статистических гипотез Смирнова – Крамера – Мизеса функциональ-

ные связи даны в табл. 5. Сравнивая данные по корреляции табл. 4 и 5, легко заметить, что оба 
нейрона семейства Крамера – Мизеса не только различаются по их мощности, но и имеют разные 
коэффициенты корреляции с другими классическими математическими конструкциями. 

Таблица 5 

Нейрон Смирнова – Крамера – Мизеса, 21 опыт 
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Примечание: коррелированность критериев со-
ставляет: 

2 2corr( , )сω χ  = 0,401, 
2 2corr( , )сω ω =0,885, 
2 2corr( , )с aω  = 0,393 

 
Аналогичная ситуация возникает и для нейронов Андерсона – Дарлинга (табл. 6, 7). И в этом 

случае статистические критерии, принадлежащие к одному семейству, имеют разные корреляцион-
ные связи с другими классическими статистическими критериями.  
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Таблица 6 

Нейрон Андерсона – Дарлинга, 21 опыт 
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Примечание: 
2 2corr( , )a χ  = 0,424, 
2 2corr( , )a ω  = 0,226, 
2 2corr( , )сa ω  = 0,393, 
2 2corr( , )a υ  = –0,614 

Таблица 7 

Логарифмический нейрон Андерсона – Дарлинга, 21 опыт 
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Примечание: 
2corr( , )a al =0,644, 
2corr( , )alω = 0,827, 
2corr( , )с alω = 0,832, 

2corr( , )alχ = 0,672, 
2corr( , )a al =0,628, 
2corr( , )alυ = –0,678 

 
Мы знаем, что в ХХ в. математиками были созданы десятки статистических критериев. При 

этом математики, занимающиеся этой веткой исследований, стремились синтезировать статистиче-
ские критерии, которые сами по себе имели высокую мощность (низкое значение вероятностей 
ошибок первого и второго рода). Предположительно, множество статистических критериев было 
отброшено из-за того, что они имели низкий показатель мощности по отношению к уже найденным 
(опубликованным) статистическим критериям.  

Из приведенных выше таблиц следует, что математические исследования XXI в. должны ве-
стись иначе. Необходимо искать новые статистические критерии, руководствуясь не только их 
мощностью, при совместном использовании нескольких статистических критериев на первый план 
выходит уровень коррелированности вновь синтезированного статистического критерия и его давно 
созданных аналогов.  

В этом отношении значительный интерес представляет семейство статистических критериев 
среднего геометрического [8–11]. Нейрон, воспроизводящий один из критериев этого семейства, 
описывается связями, приведенными в табл. 8. 

Таблица 8 

Нейрон интегро-дифференциального квадрата среднего геометрического выборка в 21 опыт 
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где ( )( ) P xp x
x

∂=
∂

 – плотность распределения 

значений нормального закона; 
2 2corr( , )dsχ =  –0,124, 
2 2corr( , )dsω =  –0,144, 

2 2corr( , )с dsω =  –0,176, 
2 2corr( , )dsυ =  –0,074 
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Из табл. 8 видно, что для нового статистического критерия корреляционные связи с другими 
известными статистическими критериями оказываются отрицательными и рекордно низкими. Это 
крайне важно для нейросетевых обобщений статистических критериев. 

Корректировка ошибок выходного кода нейросетевого объединения  
в пространстве расстояний Хэмминга 

Если анализируемую малую выборку в 21 пример биометрических данных подать на семь 
описанных выше нейронов, то каждая выборка будет давать 7 бит выходного кода. В случае, когда 
все семь нейронов будут давать состояния «0», следует считать, что с высокой достоверностью 
входная выборка имеет нормальный закон распределения. Напротив, если выходной код будет со-
стоять из всех единиц, то с высокой вероятностью анализируемые данные будут иметь равномерный 
закон распределения. 

Очевидным является также то, что появление в выходном коде одной единицы следует рас-
сматривать как обнаружение нормального распределения входных данных. Единичное состояние 
одного разряда следует рассматривать как ошибку кода, которая должна быть исправлена. 

Чисто формально для исправления ошибок может быть использован любой классический код, 
способный обнаруживать и корректировать ошибки [12]. В данной статье мы не будем касаться 
проблем применения достаточно сложных кодов с обнаружением и исправлением ошибок. В первом 
приближении вполне достаточно применения самых простых процедур коррекции, построенных на 
вычислении расстояния Хэмминга от идеального кода «0000000». Все коды, имеющие 1, 2, 3 разря-
да с состоянием «1», рассматриваются как факт обнаружения нормального закона. Коды, имеющие 
4 и более состояний «1», рассматриваются как обнаружение равномерного распределения значений 
малой выборки. 

Этот столь примитивный корректор позволяет рассматриваемой математической конструкции 
снизить значение равновероятной ошибки до величины P1 = P2 = PEE = 0,234, что примерно на 30 % 
меньше среднего значения вероятностей ошибок первого и второго рода всех семи использованных 
нейронов. Последнее эквивалентно тому, что в случае применения одного хи-квадрат нейрона объем 
анализируемой выборки должен был вырасти с 21 примера до 29 примеров (отметим, что дополни-
тельно появились восемь примеров в малой выборке). Именно для иллюстрации этого эффекта вы-
ше была приведена табл. 2 с данными хи-квадрат нейрона для выборки в 29 опытов. Получается, что 
алгоритмическое усложнение статистической обработки данных примерно в 7 раз приводит к появ-
лению в исходной выборке дополнительно восьми примеров. 

Если оставаться в рамках простейшей линейной модели прогнозирования, то усложнение ста-
тистической обработки в 70 раз (применение сети из 70 нейронов) должно приводить к появлению 
ниоткуда в тестовой выборке 80 дополнительных примеров, т.е. эквивалентная выборка должна со-
ставить 101 опыт вместо 21. Доверительная вероятность для хи-квадрат нейрона с пятью равными 
интервалами гистограммы при выборке 101 опыт составляет величину 0,94 (см. табл. 2).  

Перспективы перехода от статистического анализа непрерывных спектров  
к статистическому анализу дискретных выходных спектров малых выборок 
Все описанное выше кажется обманом и «фокусами», однако все это имеет вполне разумное 

обоснование, которым уже давно пользуются квантовые химики, квантовые физики, квантовые ма-
тематики и просто криминалисты. Одним из самых ярких примеров является именно практика кри-
миналистов. Для того, чтобы обнаружить факт взвешивания золота на чаше весов, необходимо про-
тереть чашу весов ватой, смоченной спиртом. Потом вату сжигают, а пламя фотографируют. Просто 
фотография пламени ничего не дает (концентрация золота ничтожна), однако если свет пламени 
разложить призмой и сфотографировать спектральные линии, то золото обнаруживается. Происхо-
дит это потому, что спектральные линии горящих ваты и спирта не совпадают со спектральными 
линиями золота. Спектральные линии золота попадают в темные полосы между спектральными ли-
ниями горящей органики и становятся видны. Анализ спектральных линий излучения пламени ока-
зывается примерно в миллиард раз чувствительнее к обнаружению примесей, чем анализ непрерыв-
ного спектра пламени. При этом обязательно нужно знать, что мы хотим обнаружить (спектр какого 
вещества нас интересует). 
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Примерно такая же ситуация возникает и в статистике, например, мы можем от обычного не-
прерывного спектра хи-квадрат критерия (см. рис. 1) с помощью очень простых преобразований 
[13–15] перейти к наблюдению дискретного выходного спектра хи-квадрат молекулы для нормаль-
ной малой выборки. Фактически преобразования, описанные в работах [13–15], есть не что иное, как 
реализация эквивалента оптической призмы для статистики, превращающей непрерывные спектры 
рис. 1 в эквивалентные дискретные спектральные линии.  

Описанный в данной статье положительный эффект возникает из-за того, что выполняемые 
преобразования находятся на границе перехода от непрерывных спектральных представлений  
к дискретным спектральным представлениям. Конструкция из семи нейронов есть не что иное, как 
нейросетевая молекула, возбуждаемая данными малых выборок. При этом поле выходных кодовых 
состояний нейросетевой молекулы малых выборок с нормальным распределением конечно.  
Мы имеем ровно 128 кодовых состояний, каждое из этих 128 кодовых состояний соответствует но-
меру одной спектральной линии. Каждая линия имеет собственную амплитуду вероятности для не-
прерывного потока входных нормальных данных. Все разряды кодовых состояний сцеплены между 
собой (коэффициенты корреляции между разрядами или коэффициенты сцепленности разрядов 
приведены в таблицах). Именно операции на границе перехода от непрерывных спектров к дискрет-
ным линейчатым спектрам позволяют повышать достоверность вычислений за счет увеличения из 
сложности. По сути дела, это не что иное, как одна из форм реализации квантовых эффектов приме-
нительно к статистической обработке данных. 

Заключение 
В ХХ в. математиками были созданы десятки статистических критериев. При этом поиск но-

вых критериев велся исходя из повышения их мощности для тех или иных граничных условий. 
Естественно, что вопрос об использовании сразу всех известных статистических критериев серьезно 
не рассматривался из-за отсутствия соответствующей вычислительной техники. 

В XXI в. ситуация изменилась, ограничений на возможности вычислительной техники нет. 
Сегодня мы можем анализировать данные с использованием сотен известных и новых статистиче-
ских критериев. В данной статье мы попытались показать, что каждому из известных и новых стати-
стических критериев может быть поставлен в соответствие свой искусственный нейрон. Простое 
параллельное объединение нейронов может давать достаточно длинные коды. Ошибки в этих кодах 
могут быть скорректированы, что позволяет значительно снизить требования к размерам анализиру-
емых выборок. 

Предположительно в XXI в. акценты по методам разработки новых статистических критериев 
изменятся. Если в прошлом веке математики старались повышать мощность статистических крите-
риев, то в этом веке от новых статистических критериев дополнительно требуется минимизация 
корреляционных связей с ранее созданными статистическими критериями.  
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